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Моделирование многочисленных ингредиентов горных пород городских территорий (рельефа земли, 

грунтов, их прочностных и энергетических свойств, показателей качества и экономической эффективности) 
на всех первых стадиях строительной отрасли с обоснование ГИС-технологий рационального использования 
земельных ресурсов является крупной народно-хозяйственной проблемой.  

Основная идея при исследовании данной проблемы заключается в разработке математических 
моделей этих ингредиентов на основе реальных топографических функций рельефа земли и морфологии 
горных пород Uт = f(xyzt). На всех геодезических, маркшейдерских и геологических картах (планах) 
изображения рельефа производиться методом горизонталей, который  является наиболее т очным  и 
наглядным. Эти виды рельефа можно изобразить векторами-градиентами. Их мерой являются величины 
углов βi, образованных касательными к точкам к поверхности рельефа с их проекциями на 
горизонтальную плоскость. Совокупности Вi образуют функцию U2 = f(xyzt). 

Анализируя функции f(Uт) и f(U2) констатируем, что совокупности уклонов Bi образуют 
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уклоны всей поверхности и ее различных участков Bk. 
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Общий β0 и частные β, k, βi- средние уклоны различных участков характеризуют 
пространственное положение соответственно общей l0 и частных lk , li; выравнивающих линий 
(векторов), аналитическим выражением которых является уравнение М(l) = Zo + βi (хj – хi). Значение 
1К, 1i образуют с топографической функцией Z(l) равновеликие и минимальные положительные Sn и  
отрицательные S0 площади. При изменении выравнивающих векторов l на величину ∆1 изменяются 
уклоны на величины ∆β и среднеквадратичные значения σ отклонений отметок рельефа М(l) на ∆σ. 
Поскольку ∆l=const>0, a ∆σ≥0 и изменяется по участкам неравномерно, т.о. ∆β изменяется также 
неравномерно: 

. 

На основании этих условий установлено, что математической моделью форм рельефа является 
функция изменения их параметров: 

. 
Поэтому вид изменения функции σ(l) (симметричное, несимметричное, возрастающее, 

затухающее) характеризует коэффициент d. 
Функция σ(l) – интегральная, неубывающая, ее параметры непосредственно связаны с 

изменчивостью рельефа. Значения l являются общими и частными математическими ожиданиями 
отметок рельефа и характеризуют периоды его геометрических форм; значения σ амплитуды этих 
форм, и которые  служат мерой их собственной изменчивости.  

 

 
 
 

Рис. 1 – Интегральные функции изменения векторов 
Дифференциальная функция f(l) характеризует площади Sn и So, их вид и структуру (рис. 2). 

f(1) = δf/δl = βσili = Sn = Soi = min. Взаимно перпендикулярные выравнивающие векторы образуют 
выравнивающую плоскость Р ( с уклонами Вх, ВУ по осям X и У): 
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Рис. 2 – Структурная дифференциальная функция изменения векторов 
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Взаимосвязь σр с Р аналогична функции f(l), характеризует изменчивость форм рельефа 

относительно выравнивающих плоскостей. Дифференциальная функцияG(P) служит мерой 

положительных Dn и отрицательных Do объѐмов, образованных различными значениями Pt, 

характеризует их структуру, изменчивость, закономерности изменения уклонов и средних величин Z 

в зависимости от параметров Р: f(P) = δf/δp = пσр = Dn = Do = min. При этом выполняется условие Sni 

+ Soi = min. Анализом установлено, что параметрами выравнивающих векторов l, являются общие Zo 

и две частные средние Z'x, Z"x, а параметрами Р – общая и четыре частные средние Z', Z"x, Z'у, Z"у, 

расположенные по перпендикулярным осям Xi Yi в точках пересечения векторов li, и li-1 (в основном 

в их геометрических центрах) с выполнением условий: 
∆Zj' = ∆Z''j;  ∆Z'k =∆Z''k;  ∆Zi(X)=∆ Z' i(y);  ∆ Z' i(y) = ∆Z''i(y)); 

что позволяет контролировать расчет средних для каждого вектора l и каждой плоскости Р.  
Из свойств следует, что для определения выравнивающих линий и плоскостей достаточно 

создать регулярные цифровые модели рельефа (т.е. определить его отметки Z, с равными 

интервалами), весь участок территории разделить на частные участки первого порядка, второго 

порядка и т.д., рассчитать их средние (общие и частные) и уклоны (по линии падения и по осям X, 

У). Кроме того, параметром каждого уклона является коэффициент корреляции р. Причем величина 

изменения уклона ∆1 указывает на изменение корреляции между последующими li+1 и 

предыдущими li векторами. Поскольку рi изменяется с изменением 1i то между ними образуется 

корреляционная функция, имеющая вид: 
p(l) = MZ(li)*Z(li+∆li), 

где р(l) – первая производная от σ(l) и ее составная часть. 
При ∆l = const изменчивость р и b пропорциональна изменчивости σ и частным средним Z. 

Следовательно, параметр σ непосредственно связан с изменением корреляционных связей 

показателей Z(d) и их средних Z. При таком условии Zi = Zi+1 и аппликаты профиля Z(d) описывают 

стационарный процесс, а при ∆σ › 0 и ∆b › 0 – нестационарные. Следует отметить, что эти процессы 

Z(lp) непостоянные и взаимно переходящие с изменением z, 1 и последовательности размещения 

показателей сырья. Интегральная функция σ(l) является первой производной от структурной 

функции h(d) рельефа топоплана и второй от p(l), которые применяются для решения различных 

задач и являются их составной частью. 

Величина всякого выравнивающего вектора является математическим ожиданием Mz(d) 

участка топофункции z(d) и ее tij, – х отклонений, а σ – характеристикой закона распределения этих 

отклонений. Кроме того, совокупность этих отклонений обладает всеми свойствами статистических 

случайных величин. Причем в силу этих условий  характеристики распределения    tij, – х величин σ, 

ℓ, β рассчитывают по их модулям по схеме:  

F [σ0M0z(d)] = ∑Fi[σiMi(d)], 

Fi [σiMiz(d)] = ∑Fi+1[σi+1Mi+1(d)]. 

Обычно вид модели и наличие связи еѐ параметров устанавливается при помощи критериев 

суммы квадратов последовательных разностей, или путем проверки их корреляции. Однако эти 

критерии образуют лишь некоторые элементы геологического объекта и в ряде случаев могут быть 

неэффективными. Параметры и коэффициенты интегральной функции связаны с этими критериями, 

и каждый в отдельности также характеризует лишь различные показатели и элементы сложности 

(Mz(d) – частные и общие математические ожидания и периоды колебаний; а – величину амплитуд, 

их изменчивость и величины отклонений t кривой профиля z(d) от частных и общих средних; b – 

величины средних относительных углов и корреляцию показателей z; d – вид зависимости между l и 

а и интенсивность изменения σ и b), но в полной мере сложность размещения признаков 

характеризуют все параметры функции изменения векторов. 

Необходимо отметить, что выравнивающие векторы (плоскости) являются сопряженными 

линиями регрессии топографических поверхностей и образуют с корреляционными функциями 

регрессивно-корреляционный метод оптимального решения многих производственно-экономических 

задач (в том числе и точности определения различных измерений). 

Точность и плотность измерений (при геодезических, маркшейдерских, экологических и других 

видах работ) является важной проблемой при составлении топографических планов различного 

назначения и решения по ним производственно-экономических проблем. В настоящее время точность 

выполнения геодезических и маркшейдерских работ практически не зависит от погрешностей 

современных оптико-электронных тахеометров с объемом измерений до 500000 в секунду и 



 

точностью измерения расстояний до 3 мм и углов до 2”(Trimble GS 200). Ещѐ более современными 

являются тахеометры SOKKIЛ 030R с точностью измерения этих параметров в 2 раза выше. 

Необходимо отметить, что только при равномерном и симметрич-ном размещении невскрытых форм 

топофункции еѐ математическое ожидание реализации m(U) = M(U). При несимметричном 

размещении невскрытых форм топофункций 

m(U) – M(U) = ∑∆, 

где ∑∆ – сумма разностей положительных и отрицательных уклонений, последовательно убывающих 

частот колебаний форм поверхности земли (морфологии контактов грунтов). 

При увеличении числа разрезов при d = const общая сумма уклонений ∑k по всем разрезам 

∑∑∆ уменьшается по сравнению с ∑∆, так как ∑k увеличивается, а с повышением плотности 

измерений, когда не только k, но и d–› 0 во всех случаях ∑∑∆–›0 и бн –›0. Следовательно, в общем 

виде ошибка Мс определения средней линии и средних величин различных ингредиентов является 

функцией плотности цифровых моделей измеренных ингредиентов, изменчивости и взаимосвязи 

параметров 6(L). Из вышесказанного следует, что mo= f(k, l, Пр). Поэтому  

, 

где mk, ml, ma, mnp, mсл, mиз – погрешности определения средних значений, зависящие 
соответственно от числа измеренных ингредиентов по участку земной поверхности, интервала между 
измеренными точками, несимметричности значений бн по отношению к бв, порядке размещения в 
пространстве измеренных ингредиентов, случайных их элементов и инструментальных погрешностей. 
Погрешности mа, mпр обусловлены суммой разностей ∑∆ положительных и отрицательных 
ингредиентов по отношению к выравнивающим плоскостям. Величину ∑∆ можно выразить через d и 
бн, а также по закономерностям распределения уклонений. По Пирсену: 

. 

Таким образом, на ошибку Мо влияют только те параметры изменчивости, которые не 
вскрыты и не симметричны по отношению к вскрытым. Несимметричность изменяется с изменением 
размеров участков и интервалов между точками замера. Функцией всех этих факторов является 
ошибка Мо средних значений, различных ингредиентов и ошибка аналогии mа реализаций, которые 
в общем виде можно выразить в виде формул: 

 , 

где бсл, биз – среднеквадратические значения случайных величин и погрешностей измерения (таблица 
1).  

Таблица 1 - Зависимость ошибки средних величин измеренных ингредиентов грунтов (почв) 
 

Число интервалов 
между точками  

замера (пробами) 
Ассиметрия А 

Расстояние между точками замера, м 

12 25 50 100 

Среднеквадратическое отклонение 

2,0 3,2 4,0 4,4 

Ошибка М0 

Более 100 0,8 0,7 1,0 1,2 1,3 

25-100 1,0 0,8 1,3 1,6 1,8 

10-25 1,2 1,2 1,9 2,4 2,6 

5-10 1,4 1,6 2,5 3,2 3,5 

3-5 1,5 2,0 3,2 4,0 4,4 

1-3 2,0 3,4 5,5 6,8 7,5 

 
Ошибка аналогии в основном зависит от плотности выполненных измерений (то есть от 

интервалов между ними) и характеризует общую погрешность (искажение) графических и 
математических моделей (в том числе и закономерности размещения загрязнителей). Во взаимосвязи 
всех качественных ингредиентов (особенно непараметрических) характеризуют различные 
корреляционные функции (автокорреляционные, нормированные, сопряженные). 

Автокорреляционные функции b(М) и  нормированные автокорреляционные г(М) 
определяется по формулам: 



 

 

 

Из выполненного анализа следует, что с повышением интервала коэффициент корреляции (р) 
быстро уменьшается, из-за чего искажаются закономерности размещения показателей и 
увеличиваются погрешности определения средней величин. Эти функции также степенные и 
характеризуют изменения ошибок аналогии и средних величин: 

mа = рв (∆L);    ρ(L)= Lα(e) 
Данные свойства функции изменения векторов (уклонов, корреляционных связей, средних 

значений, геометрических форм топоповерхностей связей, их статистических характеристик и т.д.) 
является основой для решения различных инженерных задач. 

Из анализа следует, что при расчете всех средних значений необходимо учитывать:       1) 
геометричность форм топофункций; 2) изменчивость их отметок; 3) неравенство интервалов между 
ними; 4) их число; 5) различное расположение точек (с отметками) по отношению к контурам 
участков территорий; 6) влияние на Z очень больших Zj.x значений; 7) закономерности 
распределения и размещения показателей топофункций. Непосредственная связь интегральной 
функции изменения уклонов (векторов, средних значений) с характером размещения показателей 
земель и свойства этой функции позволяют применить ее для оценки точности подсчета различных 
объемов, их средних значений, а также для решения и других инженерных задач. В настоящее время 
средние значения рассчитывают средневзвешенными, среднеарифметическими и приведенными 
методами. Наиболее простым методом является среднеарифметический, при котором 
последовательность размещения значений совершенно не учитываются. Из-за этого условия 
погрешность среднеарифметического метода mсh ≈ 30 % (таблица 2). 

Поэтому и предложены значительные поправки к величинам Za, а также обоснования для 
применения других методов. Для снижения этой погрешности широко применяется методика расчета Z по 
приведенным отметкам. Однако эта методика лишь в незначительной степени снижает mср. Из свойств 
функций G (L) следует, что если значения Z топографической функции обладают статическими 
свойствами, то величина Z является эффектной оценкой среднего значения. Установлено, что в этом 
случае изменчивость показателей топофункции имеет вид стационарного процесса, и что Z 
эффективно при нормальном и равномерном распределениях значений показателей Z(d). 

 

Таблица 2 - Измерение средних величин показателей минеральных отходов (овалов)  
в зависимости от их числа и порядка размещения 

 

№№  
наименование ПП  

показателей 

Показатели 
(мощности) 

топофункции 
отходов (отвалов) и 

порядок  
их размещения 

Число 
показателей Средняя 

арифмети
-ческая 

величина 

Средняя 
геометр
и-ческая 
величин

а 

Откло-
нение 

(погреш
-ность) 

основ
-ных 

интер- 
поляци-
онных 

1. Основные 
показатели           
(мощности) 
топофункции 
отходов 

12355321 
12351235 
53211235 

8 
8 
8 

0 
0 
0 

2,75 
2,75 
2,75 

3,00 
2,73 
2,43 

0,25 
-0,02 
-0,32 

2. Основные и  
интерполяционные 
показатели отходов 

11,522,5 
8 
8 
8 

7 
7 
7 

2,87 
2,73 
2,60 

3,00 
2,73 
2,43 

0,13 
0,00 
-0,17 

3. Вариант, в 
котором число 
интерполяционных 
увеличено в 3 раза 

123553321 
123512235 
532112235 

8 
8 
8 

21 
21 
21 

2,94 
2,73 
2,51 

3,00 
2,73 
2,43 

0,06 
0,00 
-0,08 

4. По методике          
проф. Пащенкова 
В.З. 

   
3,00 
2,73 
2,43 

3,00 
2,73 
2,43 

0,00 
 

0,00 



 

 
Для симметричных изменении ∆δ и ∆S несимметрично изменяются и плотности вероятностей 

закона распределения. В этом случае и значения Z и Z смещаются относительно Zо и Zо. 
Влияние несимметричности геометрических форм Аn на среднеарифметические значения Z 

возможно ликвидировать, используя свойства законов распределения с левой асимметрией. 
Изменения с левой асимметрией аппроксимируются распределением Пуассона, биноминальным 
распределением и т.д. Для биноминального распределения: 

   

Вероятности p находим по формуле, а вероятность q=I-p. Для закона Пуассона 

  , 

где A,N – соответственно значения несимметричности форм рельефа земли и количество различных 
показателей. В этих законах А→0 при N→∞. Причем число N возможно увеличить методом 
интерполирования (при помощи полиномов Ньютона, Лежандера, Чебышева). 

Выполнить условие А→0 и высокую плотность измерений (при d = 1-5 м) возможно только 
современными полностью автоматическими тахеометрами типа SOKKIЛ ОЗОR. Такая плотность и 
точность необходимы для оценки средних значений не только функций f(e), S(e), но и для 
эффективного решения комплекса инженерных задач (производства вертикальной планировки, 
комплексной оценки с улучшением качества почвогрунтов, автоматическое определение прочностных 
свойств горных пород и т.д.) с очень высоким экономическим эффектом. Для решения этих задач 
целесообразно создать цифровую модель рельефа местности функции М (Р).  

На основе этой модели целесообразно установить параметры оформляющей плоскости 
вертикальной планировки участков городских территорий, еѐ проектные уклоны (по разностям еѐ, 
общей и частными средними отметок) с расчетами проектных отметок этих плоскостей.  

После этого выписываем проектные отметки на план рядом с отметками рельефа, 
рассчитываем рабочие отметки hp (выемок и насыпей) hp =  Zп – Zф, и составляем картограмму 
земляных работ в виде сетки квадратов со значениями hp. По этой картограмме рассчитываем 
средние рабочие отметки выемок hn и насыпей ho, площади (Sn,So) и объемы (Vn,Vo) по их участкам 
(с выполнением контроля производственных расчетов). Предложенная методика позволяет 
рассчитать площади и объѐмы земляных масс аналитическим способом: 

; ;  

; ; ; , 

где Sоб – общая площадь оформляющей плоскости, d, n – размер элементарных квадратов и их число. 
Контроль выполняем по формулам:  

Vn = Vo, Vn+Vo = ∑∑Vоб = Sоб(hn+ho), 
а так же по всем параметрам дифференциальной функции. 

 



 

 

Рис. 3 – Проектирование наклонной оформляющей плоскости (с выполнением минимума объемов земляных 
масс) 

 
Предложенные модели регрессивно-кореляционного метода позволяет более точно 

определить влияние различных ингредиентов на погрешности геодезических измерений, 
топографических карт (планов) и оптимальное решение различных инженерных задач по сравнению 
с широко известным методом наименьших квадратов (МНК). Следует отметить, что этот метод был 
разработан в начале 19 века выдающимся ученым К.Ф. Гауссом, когда измерения углов при 
топографических съемках производились с точностью ≈3' и успешно применяемая в 20 веке, 
применением более совершенных неавтоматических теодолитов с t = 0,5' с ручной наводкой и 
глазомерными отчетами по лимбу. Еще в 70-х годах 20 века были установлены ряд недостатков МНК 
и виде литентных его свойств были внесены поправки при различных расчетах [2]. Однако все 
вышеперечисленные погрешности (m1, …, m6) не учитывались и не установлено их влияние на 

расчет средних  и выравнивающих векторов (линий регрессий). 
В конце 20 века благодаря техническому прогрессу в геодезии произошла «бархатная 

революция» в связи с созданием автоматических оптико-электронных тахеометров с точностью 
измерения углов 3''-5'', которые в начале 21 века превратились в сверхавтоматические (SOKKIЛ). 
Поэтому необходимо совершенствовать методы определения всех погрешностей у с решением по 
ним различных инженерных задач.  

Полученные оформляющие плоскости целесообразно корректировать (с расчѐтом поправок в углы 
наклона io, ix, in) в соответствии с техническими условиями этих плоскостей (включая элементы 
инфраструктуры), качеством почвогрунтов городской территории, их загрязнения различными 
антропогенными объектами и природными процессами (засоление, опустынивание, переувлажнение и 
другие гипергенные воздействия), прочностными свойствами горных пород (на различной глубине 
промышленных и селитебных зон) с выполнением различных санитарно-гигиенических и экологических 
защитных устройств (в том числе от подтоплений и наводнений). Важное значение,  при решении этих 



 

проблем является эффективное решение вопроса развития садово-парковых зон, объектов озеленения и 
наилучших условий окружающей среды для проживающего населения. 

Обоснованием для рационального использования вышеприведѐнных природных ресурсов являются 
высокие ГИС-технологии, созданные в соответствии с энергетическими (атомно-молекуляр-ными) 
свойствами горных пород и почв. Известно, что кристаллические решѐтки химических элементов 
(минералов) характеризуют пространственное расположение атомов (ионов) в кристаллах минерального 
вещества. С физической точки зрения, прочность и упругость твѐрдых тел – это результат взаимного 
расположения и взаимодействия различных частиц (молекул, атомов, ионов, электронов) химических 
элементов (минералов). Для кристаллических и их видов прочность предопределяется характером сил 
связи между атомами (ионами), величинами кристаллохимических радиусов; межатомных расстояний, их 
кристаллохимических свойств (двойное лучепреломление, поляризация света и т.д.), люминесцирование 
светопотока электронов (нейтронов, атомов) их рентгеновских и других лучей. 

Под действием различных антропогенных нагрузок образуются упругие деформации, при 
которых увеличиваются межатомные расстояния (la), и снижаются силы атомных взаимодействий 
(Св), а затем восстанавливается их первоначальное состояние (после снижения нагрузок). В 
условиях, когда нагрузки не снижаются появляются пластические деформации (Пс), при которых 
снижаются прочностные свойства минерального вещества, происходят перегруппировки атомов, с 
увеличением межатомных расстояний и снижение сил их взаимосвязей. При таких условиях 
образуются разрушительные деформации. 

В случаях, когда грунты загрязняются полютантами и нуклидами, различными отходами, 
бытовым мусором и т.д., (что характерно для почв) ухудшаются не только их качества, но и 
прочностные свойства. 

Модели этих ингредиентов [Fп (Пс, г, la, Св) l1 (Kc, Лп, По, Дк) f2 (П(э. и.), Р(г. р.), Зг.) f3 (Зэ, Зо, Пз, Зк, 

Зг)] являются составной частью регрессивно-корреляционного функционала (с анализом различных 

средних величин, погрешностей топофункций, оптимального решения инженерных задач при 

проектировании вертикальной планировки, защиты городских территорий от негативных природных 

антропогенных процессов и т.д.) и служат обоснованием для разработки сетоматических ГИС-тех-нологий 

комплексных оценок с улучшением (управлением) качества грунтов (почв) и окружающей среды. 

Важнейшее значение для решения этой крупнейшей проблемы являются кадастровые энергетические 

характеристики (диэлектрические проницаемости, заряды электронов, потенциалы ионов, строение и  

энергия кристаллических решеток, скорости упругих волн и т.д.) и лучевые взаимодействия с различными 

видами  искусственных облучений. Каждый минерал излучает только присущие ему лучи и 

взаимодействует лишь с несколькими искусственными облучениями. Это условие и предопределяет  вид и 

свойства ГИС-технологий для автоматической оценки земель и горных пород. 
Вышеприведенные модели для создания САПР вертикальной планировки с непосредственной 

связью с качеством и энергетическими системами (атомно-молекулярными) проектируемого 
объекта. Такие ГИС позволяют получить очень высокий экономический эффект по всем критериям: 
общего дохода, ренты, приведенным затратам, показательных удельных капвложений, срока их 
окупаемости и т.д. 
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