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КРИТЕРИАЛЬНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ ГИДРОДИНАМИКИ  
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В работе представлен метод сплайн аппроксимации для обобщения численного 

моделирования и получения многомерной критериальной модели гидродинамики формирования 
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В результате численного решения уравнений гидродинамической модели формирования капли 

установлено влияние целого ряда параметров [1], на основе которых сформированы обобщенные 

переменные. В частности использованы число Рейнольдса Re, которое измеряет значение сил инерции 

относительно вязких сил, капиллярное число Са, которое измеряет значение вязких сил относительно 

сил поверхностного натяжения и гравитационное число Бонда G, которое измеряет значение сил тяжести 

относительно сил поверхностного натяжения. Дополнительно исследовали влияние относительной 

вязкости  и соотношение радиуса мембраны к радиусу поры Rt/R.  

Численное моделирование выполнялось в широком диапазоне изменения параметров. 

Количественные результаты обобщались в виде графиков отношения предельной длины L в момент 

отрыва капли Ld от радиуса отверстия Ld/R, а также отношения объема капли V к кубу радиуса 

отверстия V/R
3
.  

Ниже представлен метод сплайн аппроксимации [2] для обобщения численного 

моделирования и получения многомерной критериальной модели гидродинамики формирования 

капли. В данной работе этот метод представлен для отдельной зависимости от числа Рейнольдса Re и 

парной зависимости от числа Рейнольдса Re и числа Капиллярности Ca.  

Для получения гладкой функциональной зависимости используем сплайн-аппро-ксимацию 

заданной в точках графика зависимости на отрезке [a,b], разбитом на части [xi−1,xi],    a = x0 < x1 < ... < 

xN = b. Для аппроксимации используем кубический сплайн дефекта 1, представляющий собой 

функцию S(Re), которая: 

• на каждом отрезке [xi−1, xi] является многочленом степени не выше третьей;  

• имеет непрерывные первую и вторую производные на всём отрезке [a,b];  

• в точках xi выполняется равенство S(xi) = f(xi), т. е. сплайн S(x) интерполирует функцию 

V/R
3
[Log(Re)] в точках xi = Log(Rei). 

Для однозначного задания сплайна накладываем дополнительные требования на границах 

сплайна: 

S''(a) = S''(b) = 0. 

В этом случае согласно теореме Шёнберга-Уитни об условиях существования 

интерполяционного сплайна существует ровно один естественный сплайн S(x), удовлетворяющий 

перечисленным выше условиям.  

Обозначим шаг аппроксимации: hi = xi − xi−1. Тогда на каждом отрезке [xi,xi+1] функция S(x) 

есть полином третьей степени Si(x), коэффициенты которого необходимо определить. Запишем для 

удобства Si(x) в виде: 

 
Тогда 

 

Условия непрерывности всех производных до второго порядка включительно записываются в 

виде: 

   111   iiii xSxS ; 

   111 ''   iiii xSxS ; 

   111 ""   iiii xSxS , 

а условия интерполяции в виде: 

   11   iii xfxS . 
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Отсюда получаем зависимости для вычисления коэффициентов сплайна: 

 ii xfa  ; 
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Если учесть, что c0 = cn = 0, то вычисление ci можно провести с помощью метода прогонки для 

трёхдиагональной матрицы. В среде инженерно-математических расчетов Mathcad 14.0 построение 

интерполяционного сплайна осуществлялось с помощью специализированного набора встроенных 

функций, позволяющих использовать неравномерный шаг аппроксимации hi. В ряде случаев 

построение сплайна осуществлялось непосредственно по данным численного моделирования. 

Однако в случае медленно меняющихся асимптотических зависимостей такой подход приводил к 

появлению диагональной матрицы, в которой нарушается свойство диагонального преобладания, что 

приводит к неприменимости формул метода прогонки при вычислении коэффициентов кусочно-

непрерывной функции. А именно в матрице С n, n не выполняется неравенство: 

nicc
ij

jiii ,,2,1,,, 


 

Для таких случаев использовали преобразование координат, соответствующее характеру 

наблюдаемой зависимости. 

В результате численного моделирования получили зависимость относительного объема V/R
3
 

и относительной предельной длины Ld/R от числа Рейнольдса Re. Как видно из представленных 

данных (рисунок 1) влияние числа Рейнольдса Re на эти геометрические параметры формирования 

капли носит двоякий характер. Вначале влияние этого критерия значительно, но с ростом числа 

Рейнольдса Re его влияние нивелируется. 

Рис. 1. 

Влияние числа Рейнольдса Re на геометрические параметры формирования капли 
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Для функционального описания относительного объема V/R
3
 от Re использовался кубический 

сплайн, построенный по данным представленным в логарифмической форме и имею-щий 

следующие числовые характеристики: 

 

Для функционального описания относительной предельной длины Ld/R использовался 

кубический сплайн, построенный по данным, представленным в логарифмической форме и 

имеющий следующие числовые характеристики: 

 
Представление с использованием интерполяционного сплайна позволяют при ограниченном 

объеме данных получить гладкую кривую, проходящую через все точки численного моделирования. 

Это позволяет уменьшить объем численного моделирования и обобщить полученные данные на 

заданной области изменения числа Рейнольдса. 

Аналогичные зависимости, используя интерполяционные сплайны, получены с другими 

исследуемыми параметрами.  

В частности, в результате численного моделирования получили зависимость относительного 

объема V/R
3
 и относительной предельной длины Ld/R от капиллярного числа Ca (рисунок 2). 
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Рис. 2. 

Влияние Капиллярного числа на геометрические параметры формирования капли 

 

Как видно из рисунка влияние Капиллярного числа на геометрию капли носит достаточно 

монотонный характер на всем моделируемом интервале. Это позволяет использовать сплайн-

аппроксимацию непосредственно по представленным данным. 

Как и в предыдущем случае, использование интерполяционного сплайна позволяет при 

ограниченном объеме данных получить гладкую кривую, проходящую через все точки численного 

моделирования. 

Полученные одномерные функциональные зависимости могут быть использованы для 

получения многомерных зависимостей. Рассмотрим процесс получения бинарной зависимости 

ZVR2(Re, Ca) при использовании одномерных сплайнов VRre(lgRe) и VRca(Ca). Учитывая, что 

одномерные сплайны VR(lgRe) и VR(Ca) получены по результатам ортогонального численного 

моделирования и не содержат экспериментальных погрешностей, используем их для определения 

бинарной зависимости по формуле линейной интерполяции: 

ZVR2i (Re, Ca, ire) = {VRre [log (Re)] VRca (Ca)}/ VRre [log (ire)], 

где ire – параметр сопряжения формулы линейной интерполяции. 

Аналогичная зависимость может быть получена с параметром сопряжения jca, который 

используется в формуле: 

ZVR2j (Re, Ca, jca) = {VRre [log (Re)] VRca (Ca)}/ VRca (jca). 

Учитывая ортогональность исходных одномерных сплайнов, используем аддитивную свертку 

этих функций с равными весовыми коэффициентами: 

     cajVRreiVRcareVR jCaZiCaZjiCaZ ,Re,
2

1
,Re,

2

1
,,Re, 222  , 

где ire, jca – параметры усреднения, определяемые из условия близости экстраполированных 

параметров модельным представлениям. Меру этой близости можно определить, потребовав 

равенства между бинарной зависимостью ZVR2(Re, Ca, ire, jca) и её одномерными аналогами: 
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Так как данные тождества должны выполняться на всем интервале определения бинарной 

зависимости, проинтегрируем их левые и правые части по соответствующим континуумам Re и Ca: 

     
max

min

max

min

Re

Re

Re

Re

2 ReRelogRe,,Re, dVRdjijZ recarecaVR  

    
max

min

max

min

,,,2

Ca

Ca

ca

Ca

Ca

carereVR dCaCaVRdCajiCaiZ  

Представленная нормализованная система уравнений позволяет определить неизвестные 

параметры (ire, jca) позволяющие минимизировать отклонение двумерного сплайна относительно его 

ортогональных проекций. Таким образом, имея одномерные ортогональные сплайны можно получить 

модель линейной двумерной зависимости от исследуемых критериев процесса.  

Как пример приведем бинарную зависимость V/R
3
, как функции Re и Ca (рисунок 3). 

 
Рис. 3. Сплайн аппроксимация изменения безразмерного объема капли отрыва (V/R

3
),  

как функции Re и Ca 

 

На этой основе получены бинарные и более высокого уровня многомерные зависимости.  
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