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Рассмотрим уравнение Аллера [1]

xxtxt buauu )( += ,          (1)
где  ),,( txaa =  ),( txbb =  заданные  непрерывные  действительные  функции  в  области 

{ }Ttlxtx ≤≤≤≤=Ω 0,0:),( .
Уравнение (1) встречается в математическом моделировании явления переноса в живых си-

стемах при условии, что учитывается скорость диффузионного процесса [1, 2]. 
Изучение уравнений с частными производными целесообразно начинать с уравнений с посто-

янными коэффициентами, в виду того, что такие уравнения могут иметь некорректные решения [3]. 
По аналогии с уравнением теплопроводности,  имеющим некорректные решения,  приведем 

пример некорректного решения для уравнения Аллера. 

Для удобства положим в уравнении (1)  2

1,1
n

ba == . Рассмотрим последовательность реше-

ний  π≤≤<=
−− xtnxeetxu

tn
n

n 0,0,sin),( 2

2

, удовлетворяющих условиям  nxetu n
n sin),0( −= . 

Легко проверить, что 0),0(lim =
∞→

tu
n

n , в то же время ),( txun  при 0<t  неограниченны.

Рассмотрим несколько стандартных краевых задач для уравнения (1), при условии, что a и b 
постоянные. 

Задача 1.  Найти решение уравнения (1) в области { }Ttlxtx ≤≤≤≤=Ω 0,0:),(   при гра-
ничных условиях:

0
0

=
=x

u ,    0=
= lx

u             (2)
и начальном условии

( )xu
t

ψ=
= 0 ,      (3)

где ( )xψ  - некоторая достаточно гладкая функция на lx ≤≤0 , 0)()0( == lψψ .
Решение. Решение уравнения (1) будем искать в виде:

( ) ( ) ( )tTxXtxu =,            (4)
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Подставляя (4) в (1), имеем TXbTXaTX ′′′+′′=′ или λ−=
′′

=
′

+
′ −

X
X

T
Tba

T
T 1)( ,

где λ – константа разделения переменных, получаем два уравнения:

0)(
1

)( =
+

+′ tT
b

atT
λ

λ
,                        (5)

0)( =+′′ XxX λ .      (6)
Найдем решение уравнения (6) при условии, что 0)()0( == lXX .
Рассмотрим отдельно три случая: 0,0,0 >=< λλλ .
1.  При  0<λ  общее  решение  уравнения  (6)  имеет  вид:  xx eCeCxX λλ −−− += 21)( ,  где 

21, CC –  произвольные  числа.  Подставляя  граничные  условия,  получаем: 

0,0 2121 =+=+ −−− ll eCeCCC λλ , откуда следует, что 0,0 21 == CC , и, следовательно, ( ) 0≡xX .
2. При 0=λ  общее решение уравнения (6) имеет вид: xCCxX 21)( += .
Подставляя граничные условия,  получаем:  0,00 2121 =+=⋅+ lCCCC ,  откуда  следует, 

что 0,0 21 == CC , и, следовательно, ( ) 0≡xX .

3.  При  0>λ  общее  решение  уравнения  (6)  имеет  вид:  xCxCxX λλ sincos)( 21 += . 
Подставляя граничные условия, получаем:

0sincos,001 2121 =+=⋅+⋅ lClCCC λλ ,

откуда следует, что 0sin =lλ , то есть, 
l

kπλ = , где Zk ∈ .

Таким  образом,  нетривиальные  решения  задачи  1  возможны  лишь  при  значениях 

Zk
l

k
k ∈





= ,

2πλ .  Этим значениям  kλ  соответствуют собственные функции  
l
xkxX k

πsin)( = . 

При kλλ =  общее решение уравнения (5) имеет вид: 





+
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bkl

atkatT kk 22

2

)(
)(exp)(

π
π

, где ka  – не-

которые постоянные. 

Таким образом, функция 
l
xk

bkl
atkatTxXtxu kkkk

π
π

π sin
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)(exp)()(),( 22

2







+

−==  удовлетворяет 

уравнению (1) при любом значении ka .
Составим ряд
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требуя выполнение начального условия (3), получим

∑
∞

=
==

1
sin)()0,(

k
k l

xkaxxu πψ .                    (9)

Ряд (9) представляет собой разложение функции ( )xψ  в ряд Фурье по синусам в промежутке 
( )l,0 . Коэффициенты ka  определяются по известной формуле

dx
l
xkx

l
a

l

k ∫=
0

sin)(2 πψ .               10)

В силу сделанных предположений ряд (9) равномерно и абсолютно сходится к ( )xψ , поэтому 
функция ( )txu , , определяемая рядом (8), непрерывна в области 0,0 >≤≤ tlx , удовлетворяет на-
чальному и граничным условиям и тем самым является решением задачи 1.
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Задача 2. Найти решение уравнения (1) в области { }Ttlxtx ≤≤≤≤=Ω 0,0:),(   при гранич-
ных условиях:

( )tu
x 10

ψ=
= ,    ( )tu

lx 2ψ=
=          (11)

и начальном условии
( )xu

t
ϕ=

= 0 ,       (12)

где ( )xϕ  - некоторая достаточно гладкая функция на lx ≤≤0 , 0)()0( == lϕϕ .
Решение. Решение уравнения (1) будем искать в виде ряда:
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=
=

1
sin)(),(

k
k l

xktTtxu π
,            (13)

где 

dx
l
xktxu

l
tT

l

k ∫=
0

sin),(2)( π
.             (14)

Интегрируя два раза по частям (14), получаем

dx
l
xku

k
ltlutu

k
tT

l

xx
k

k ∫−−−=
0

22 sin2)),()1(),0((2)( π
ππ .                     (15)

Дифференцируя (15) по t, получаем

dx
l
xku

k
ltt

kdt
tdT l

xxt
kk ∫−′−−′=

0
2221 sin2))()1()((2)( π

π
ψψ

π
.                          (16)

Умножив равенства (15) и (16) соответственно на a и b, затем сложив полученные равенства 
почленно, получим:

−−−+′−−′=+ ))()1()((2))()1()((2)()(
2121 tt

k
latt
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Дифференцируя равенство (14) по t, получаем:

dx
l
xku

ldt
tdT l

t
k ∫=

0
sin2)( π

.           (18)

Исключая интеграл из равенств (17) и (18), учитывая (1), получим уравнение:

=++ )(2)()22(
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Введем обозначение:

)))()1()(())()1()(((4)( 2121 ttattb
k

t kk ψψψψ
π

ψ −−+′−−′= ,

тогда общее решение уравнения (19) примет вид:
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где ( )0kk TC = .

Равенство ∑
∞

=
=

1
sin)0()0,(

k
k l

xkTxu π
 обеспечивает выполнение начального условия (12). Сле-

довательно,

dx
l
xkx

l
T

l

k ∫=
0

sin)(2)0( πϕ .            (21)

Таким образом, решением задачи 2 будет ряд (13), где )(tTk определяются равенствами (20) 
и (21).
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Задача 3. Найти решение уравнения (1) в области { }Ttlxtx ≤≤≤≤=Ω 0,0:),(   при гранич-
ных условиях:

0,00 =+
∂
∂=−

∂
∂

== lxx hu
x
uhu

x
u

                 (22)

и начальном условии
( )xu

t
ϕ=

= 0 ,    (23)

где ( )xϕ  - некоторая достаточно гладкая функция на lx ≤≤0 , 0)()0( == lϕϕ .
Решение. Решение уравнения (1) будем искать в виде (4). После подстановки (4) в (1) получа-

ем уравнения 

0)(
1

)( 2

2
=

+
+′ tT

b
atT

λ
λ ,        (24)

0)( 2 =+′′ XxX λ ,   (25)
где 2λ  – константа разделения переменных.

Интегрируя уравнение (25), получаем:  ( ) xСxCxX λλ sincos 21 += . Из условий (22) со-
ставим систему уравнений:

( ) ( )



=++−
=−

.0cossinsincos
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ClhCllh
hChC

λλλλλλ
       (26)

Для того чтобы система (26) имела нетривиальное решение, необходимо и достаточно потре-
бовать, чтобы определитель системы был равен нулю, то есть

0
cossinsincos

=
+−

−
llhllh

h
λλλλλλ

λ
.

После упрощения получаем:

µ
µµ p
p

ctg −=2 ,              (27)

где  0, >== hlplλµ .  Обозначив  через  kµ  –  положительные  корни  уравнения  (27),  получим: 

l
xp

l
xxX k

k

k
k

µ
µ

µ sincos)( += .  При  kλλ =  общее  решение  уравнения  (24)  имеет  вид 
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π
,  где  ka  –  некоторые  постоянные.  Таким  образом,  находим решение 

уравнения (1) в виде:
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Составим ряд
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Подставляя начальное условие (23), получаем:
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Полагая, что ряд (29) сходится равномерно, найдем по известной формуле коэффициенты ka  
и подставив их в ряд (28), получим решение задачи 3:
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dx
l
xp

l
xx

l
kk

k )sincos)((
0
∫ +× µµµϕ .

Задача 4. Найти решение уравнения (1) в области { }Ttlxtx ≤≤≤≤=Ω 0,0:),(   при гранич-
ных условиях:

( ) ( ) ( ) ( )tlututlutu xx ,,0,,,0 ==       (30)
и начальном условии

( )xu
t

ϕ=
= 0 ,      (31)

где ( )xϕ  - некоторая достаточно гладкая функция на lx ≤≤0 , 0)()0( == lϕϕ .
Решение. Решение уравнения (1) будем искать в виде (4). После подстановки (4) в (1) получа-

ем уравнения (24) и (25). Интегрируя уравнение (25), получаем:  ( ) xСxCxX λλ sincos 21 += , где 

21, CC – произвольные числа.  Вычислим производную ( )xX ′ : ( ) xCxCxX λλλλ cossin 21 +−=′
. С учетом условий (30) составим систему уравнений:
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                      (32)

Для того чтобы система (32) имела нетривиальное решение, необходимо и достаточно потре-
бовать, чтобы определитель системы был равен нулю:

0
)1(cossin

sin1cos
=

−−
−

ll
ll

λλλλ
λλ

.

После упрощения получаем:
0)cos1(2 =− lλλ ,         (33)

откуда следует, что Zk
l
k ∈== ,2,0 πλλ .

Обозначив через kλ  – положительные корни уравнения (33), получим, что система (32) имеет 

решение. Следовательно,  
l
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l
kxCxX kkk

ππ 2sin2cos)( += ,  где  kk DC , – произвольные посто-

янные. При kλλ =  общее решение уравнения (24) имеет вид: 
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– некоторые постоянные. Таким образом, решение уравнения (1) принимает вид
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Составим ряд
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Подставляя начальное условие (31), получаем:
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Полагая, что ряд (35) сходится равномерно, найдем по известной формуле коэффициенты ka  
и подставим их в ряд (34), тем самым получим решение задачи 4.
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