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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ГИДРАВЛИКИ МЕМБРАННОГО 
РЕАКТОРА В ЛИНИИ ПРОИЗВОДСТВА БИОДИЗЕЛЯ

(рецензирована)
Мембранный реактор с половолоконными или трубчатыми мембранами для разделения жидких 

смесей состоит из пучка (связки) мембран в виде полых волокон-капилляров или труб, расположенных  
параллельно друг другу и заключенных в кожухе. Пространство между мембранами ограничено кожу-
хом модуля и рассматривается как внешнее пространство мембран. На кожухе с обеих противополож-
ных сторон для подачи и отвода потока имеются патрубки, соединенные с внешним пространством  
мембран, и коллекторы, соединенные с внутренним пространством мембран.
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MATHEMATICAL MODEL OF HYDRAULIC MEMBRANE REACTOR IN BIODIESEL PRODUC-
TION LINES

Membrane reactor with a hollow fiber or tubular membranes for separation of liquid mixtures is  
composed of a bundle of  membranes in the form of hollow fibers, capillaries or tubes, arranged parallel to  
each other and enclosed in a housing. The space between the membranes is limited by a casing module and  
is regarded as outer space membranes. In the encasement with the two opposite sides for the filing and with-
drawal of the flow tubes are connected to the exterior membranes, and collectors connected to the inner  
space of the membranes. 
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Существуют различные подходы к моделированию гидравлики модулей с мембранами [1-7]. 
Ряд моделей [1-3] базировался на условии, что поток, связанный с каждой мембраной, идентичен, так 
что отдельная мембрана вместе со средой, окружающей его кольцом, называют цилиндром Крога [4]. 
Радиус цилиндра Крога RS, соответствует внешнему радиусу кольца среды. При этом доля объема та-
кого внешнего кольцевого объема в общем объеме цилиндра является такой же, как пористость цело-
го пучка. Принято считать, что обмен происходит только между внешним кольцевым объемом и вну-
тренним объемом мембраны без обмена между смежными цилиндрами Крога. 

Мембранный реактор позволяет реализовать процесс переэтерификации растительных масел в 
процессе перемещения реакционной смеси во внутреннем объеме трубчатых мембран и при этом масло 
остается в капельном виде и не проходит через поры мембран, а продукты реакции отделяются, что поз-
воляет вести процесс рециркуляцией масла в области максимальной скорости реакции [8]. Мембранный 
реактор представляет собой контактор с пучком трубчатых мембран и для его моделирования надо полу-
чить с учетом уравнений Дарси зависимости для определения давлений во всех четырех патрубках 

На рисунке 1 представлена схема контроля давлений на моделируемой фильтрационной уста-
новке для производства биодизеля. 
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Рис. 1. Схема давлений на картридже

В качестве исходных уравнений выбрана система дифференциальных уравнений в простых произ-
водных, позволяющая получить функциональную зависимость изменения давлений по оси картриджа, как в 
керамической мембране, так и в межтрубном пространстве (картридже). 
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где K - проницаемость мембран; Av – удельная поверхность мембран в объеме модуля; RL - внутрен-
ний радиус мембран; RM - внешний радиус волокна; RS - радиус модуля; n – количество мембран в мо-
дуле; PL и PS - гидростатические давления внутри мембран и во внешнем объеме, соответственно; kx,L 

и kx,S - компоненты тензора проницаемости Дарси для обоих пространств (во внутреннем и внешнем 
объеме между мембранами) в осевом направлении (приняты постоянными); Lm – полная длина мем-
браны; L – длина рабочего объема модуля (если пренебречь различием между Lm и L, то в дальней-
шем можно использовать вместо σ координату x).

Значения  kx.L и  kx.S определяются  выражением  для  осевой  проницаемости  во  внутреннем 
объеме и внешнем объеме мембран по соотношениям: 
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где ϕ = 1 - εS - доля объема, занятого мембранами; 2

2

1
R

nRM
S −=ε  - пористость внешняя мембран мо-

дуля; τ - извилистость пор. 
Граничные условия уравнений (1) и (2) зависят от схемы потоков. Для разделения смесей воз-

можны две схемы, когда перенос идет из внутреннего объема мембран во внешний объем модуля. 
Для открытых входных или выходных патрубков принимается известное значение давления; 

если патрубок закрыт, то для него принимается нулевая производная давления, то есть накладывается 
условие отсутствия потока.

Рассмотрим решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений (1) и (2) с при-
менением функционального преобразование Лапласа:
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В результате получаем систему алгебраических уравнений относительно изображений исход-
ной системы дифференциальных уравнений:
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Полученная система алгебраических уравнений решается относительно изображений функ-
ций, причем s рассматривается как число:
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где 4322 1616 sRsKsK L ⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅= γγα
При помощи известных соотношений между изображением искомой функции и оригиналом, 

используя формулы для преобразования на основе теории тригонометрических функций комплекс-
ной переменной, находим решение для оригиналов функций:
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Эти уравнения, содержат четыре постоянных интегрирования, что совпадает с числом точек контроля 
давлений на схеме (рисунок 1) и позволяет определить постоянные интегрирования. Значение этих постоян-
ных  определяется  системой  алгебраических  уравнений,  получаемых  при  подстановке  координат  точек 
контроля давлений в уравнения давлений. Решение этих уравнений позволяет получить значения этих ве-
личин:

HMPB =1                                                                   (13)
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Используя представленные формулы, была получена модель давлений, на основании которой 
определялись расходы в точках контроля давлений (рисунок 1):
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ВЫВОД
Полученные  зависимости представляют блок гидравлики в  общей математической модели 

мембранного реактора. 
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